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ã�¡r¢nÎXÑrÅyÈ¯� � ¤ � È¯¨©�«ªB¤¦¢�¤¦�D¬
¤$ÒL¤¦�°¨0¤m×©¥�¤¦�D±g�°�Q�D±

(F(t), σ)
�rË

(F, σ)
Ö$ÌD¤¦¢�¤

F(t)
�°±�¡�¢n¡r¥g�°�Q�L¡r�DË�®Z�D¬¦¥g�°�Q��ÒL¤¦�°¨BÈ

σ
�°±à¨Z¤mÒD�D¤
¨.³¹¼

σ(t) = αt + β
Ë`�Q¢à±��Q£0¤

α ∈ F∗ È β ∈ F
ÈD¡r�D¨

constσF(t) = constσF
�

ô �É L¡r¢g¥g�°¬¦®Z�Þ¡r¢~ÈBÖ�¤�¡r¢�¤:���¹¥�¤¦¢�¤
±g¥�¤
¨(���(¥gÌD¤:Ë��Q���°�/Ö$���Z��±� G¤
¬¦�Þ¡r��¬~¡Q±�¤
±��rËu®Z�Z��£0�Q�D�Q£��Þ¡r�u¤m×©¥�¤¦�D±g�°�Q�D±~ïGË`�Q¢
£0�Q¢�¤�¨Z¤¦¥n¡r���°±�±�¤
¤�½pã�¡r¢nÎ � ÈZã�¡r¢nÎXÑZÈDá�¢��UÕXÕ©È���¬nÌLÕ � Å �
• Π Í ê#ÇXçyê@�Zæ
�`è��Zæ¦ÈZ� � ¤ � ÈZ®Z�Z��£0�Q�D�Q£��Þ¡r�>¤m×©¥�¤¦�D±g�°�Q�D±�Ö$��¥gÌ β = 0

�
• Σ∗ Í ê#ÇXçyê%�Zæ%��èÎ�ZæmÈZ� � ¤ � ÈD®Z�Z��£0�Q�D�Q£��Þ¡r�>¤m×©¥�¤¦�D±g�°�Q�D±àÖ$��¥gÌ α = 1

�
• Σ Í ê#ÇXçyê%�Zæ%��èÎ�ZæmÈQ� � ¤ � ÈX®Z�Z��£0�Q�D�Q£��Þ¡r��¤m×�¥�¤¦�D±g�°�Q�D±HÖ$��¥gÌ α, β ∈ F∗ Ö$ÌD¤¦¢�¤%¥gÌD¤OË`�Q���°�~Ö$���Z�º¥zÖO�� Z¢��Q 6¤¦¢g¥g�°¤
±
ÌD�Q�°¨`p%² � ¸�¥gÌD¤¦¢�¤$�°±��D�

g ∈ F
Ö$��¥gÌ

σ(g)−αg = β
È¯¡r�D¨Ú²`ÏU¸>�«Ë6¥gÌD¤¦¢�¤$�°±u¡r�

n 6= 0
¡r�D¨0¡

g ∈ F∗ Ö$��¥gÌ

αn = σ(g)
g

¥gÌD¤¦��¥gÌD¤¦¢�¤��°±�¡
g ∈ F∗ Ö$��¥gÌ α = σ(g)

g

ï¯�D�Q¥�¤�¥gÌL¡r¥%¡r�¹¼
Σ∗ Êy¤m×�¥�¤¦�D±g�°�Q�&�°±O¡ Σ

Êy¤m×�¥�¤¦�D±��°�Q� �
• ΠΣ

Êy¤m×�¥�¤¦�D±g�°�Q�D±/È©� � ¤ � È
t
�°±�¤¦��¥gÌD¤¦¢�¡

Π
Êu�Q¢

Σ
Êy¤m×�¥�¤¦�D±��°�Q� �

Ù �Q¢�¤��U¤¦�D¤¦¢n¡r����¼UÈDÖO¤)¬
�Q�D±g�°¨Z¤¦¢à¥gÌD¤
±�¤�¤m×©¥�¤¦�D±g�°�Q�D±$����¡Ç�D¤
±g¥�¤
¨!Ö�¡~¼ �
• (F(t1) . . . (te), σ)

�°±�¡eÏ��Gêjæ¦çyêgé%ÐS�1�i��É0è���è�ÉÊ�����r²K¢�¤
±g  �
ΠΣ ÍEÑ Π Í ¸ ê#ÇXçyê@�Zæ
�`è����rË (F, σ)

�«Ë�¥gÌD¤u¤m×�¥�¤¦�D±g�°�Q�
(F(t1, . . . , ti−1)(ti), σ)

�rË
(F(t1, . . . , ti−1), σ)

�°±$¡r��®Z�Z��£0�Q�D�Q£��Þ¡r�O²K¢�¤
±�  �
ΠΣ

Ê Ë
Π
ÊS¸u¤m×©¥�¤¦�D±g�°�Q�&Ë��Q¢

¡r���
1 ≤ i ≤ n

ï¯Ë`�Q¢
i = 0

ÖO¤�¨Z¤mÒD�D¤
F(t1) . . . (ti−1) = F

�
• (F, σ)

�°±�¡r�À�1�i�YÉ0è��Gè�ÉÊ�����D²K¢�¤
±g  �
ΠΣ Í ¸5ä�ê%��é�è�ÒQêmå K

�«Ë
F = K(t1) . . . (te)

È
(F, σ)

�°±%¡r�&®Z�Z��£0�Q�D�rÊ
£��Þ¡r�O²K¢�¤
±�  �

ΠΣ
Êb¸%¤m×©¥�¤¦�D±g�°�Q�.�rË

(K, σ)
¡r�D¨

constσK = K
�

ó ¼� Z�°¬~¡r��¤m×D¡r£� Z�°¤
±��rË
ΠΣ

Êy¤m×©¥�¤¦�D±g�°�Q�D±�¡r�D¨
ΠΣ

Ê`ÒL¤¦�°¨Z±�¡r¢�¤º�X���U¤¦�.��� ª ×D¡r£� Z�°¤
±�Ï ��� ÈLÏ � Ï�¡r�D¨.Ï �fø©�
À»¤�Ö�¡r�¹¥�¥��0¤¦£� ZÌL¡Q±���§~¤º¥gÌL¡r¥

ΠΣ
Êy¤m×�¥�¤¦�D±g�°�Q�D±�¡r�D¨

ΠΣ
Ê`ÒL¤¦�°¨Z±�ÌL¡
�U¤º¥zÖO����£� G�Q¢g¥n¡r�¹¥�¡Q±g 6¤
¬¦¥�±+p

•
ó ÌD¤¦¼ö¬
�Q�¹¥n¡r���¾¥gÌD�X±�¤�®Z�Z��£0�Q�D�Q£��Þ¡r��¤m×©¥�¤¦�D±g�°�Q�D±�¥gÌL¡r¥�¡r¢�¤��D¤
¤
¨Z¤
¨ì¥��E¤m×© Z¢�¤
±�±-���D¨Z¤mÒD�Z��¥�¤!�D¤
±�¥�¤
¨

±g®Z£0±)²
Σ∗ ¸à¡r�D¨� Z¢��¹¨©®D¬¦¥�±Ç² Π ¸ �

•
Í��D¨0¥gÌD¤¦¼Ç¬~¡r��³6¤$¬
�Q�D±g¥g¢g®D¬¦¥�¤
¨0����¡r��¡r®Z¥��Q£�¡r¥g�°¬àË`¡Q±�ÌZ�°�Q���«ËG¥gÌD¤$¬
�Q�D±g¥n¡r�¹¥ ÒL¤¦�°¨

K
�°±

σ Í  �è�Ék���©ç���Ó%�°ê¦È� � ¤ � È©¥gÌD¤�Ë`�Q���°�~Ö$���Z�0¥gÌZ¢�¤
¤� Z¢��Q 6¤¦¢g¥g�°¤
±$ÌD�Q�°¨ �nÔ �iÕ Æ �Q¢�¡r�¯¼
k ∈ K

�Q�D¤º¬~¡r�.¨Z¤
¬¦�°¨Z¤��«Ë
k ∈ Z

È Ô �!Õ ¥gÌD¤¦¢�¤
�°±u¡r��¡r���U�Q¢g��¥gÌZ£ ¥gÌL¡r¥u¬~¡r�-Ë`¡Q¬¦¥��Q¢g��§~¤à£)®Z��¥g���X¡r¢g�Þ¡r¥�¤à 6�Q��¼¹�D�Q£��Þ¡r�°±u���

K[t1, . . . , te]
È�¡r�D¨ Ô Ä9Õ ¥gÌD¤¦¢�¤à�°±u¡r�

¡r���U�Q¢g��¥gÌZ£ ¥gÌL¡r¥�¬~¡r�ü¬
�Q£� Z®Z¥�¤�¡&³L¡Q±g�°±��rË%¥gÌD¤�±g®Z³Z£0��¨©®Z�°¤
{(n1, . . . , nk) ∈ Zk | cn1

1 · · · cnk

k = 1}
�rË

Zk �/�U¤¦¢ Z
Ë��Q¢�¡r�¯¼

(c1, . . . , ck) ∈ Kk ��Æ �Q¢H���D±g¥n¡r�D¬
¤XÈU¡r�¹¼�¢n¡r¥g�°�Q�L¡r��ËK®Z�D¬¦¥g�°�Q�ÇÒL¤¦�°¨ K = A(x1, . . . , xr)�~�U¤¦¢�¡r�É¡r���U¤¦³Z¢n¡r�°¬��¹®Z£)³6¤¦¢àÒL¤¦�°¨
A
�°±

σ
Êz¬
�Q£� Z®Z¥n¡r³Z�°¤Xï�±�¤
¤�½���¬�ÌLÕrÔU¨DÅ �

Æ �Q¢�ËK®Z¢g¥gÌD¤¦¢�¨Z¤¦¥n¡r���°±�¬
�Q�D¬
¤¦¢g�Z���Z��¥gÌD¤)¬
�Q�D±�¥g¢g®D¬¦¥g�°�Q���rË
ΠΣ

Ê`ÒL¤¦�°¨Z±�Ö�¤�¢�¤mË`¤¦¢�¥��Ú½pã�¡r¢nÎ � È���¬�ÌLÕrÔX³LÅ � ß�¤mÊ
ÒD�D¤
¨.¬
�Q�D±g¥g¢g®D¬¦¥g�°�Q�D±��rË

ΠΣ
Ê`ÒL¤¦�°¨Z±�¡r¢�¤��X���U¤¦�.���»½���¬�ÌLÕrÔU¨>ÈL��¬�ÌLÕrÔQË�Å �

Æ ���L¡r����¼UÈ�ÖO¤����¯¥g¢���¨©®D¬
¤º±��Q£0¤º¡Q¨Z¨©��¥g�°�Q�L¡r�6�D�Q¥n¡r¥g�°�Q� � o ¤¦¥
F
³6¤�¡�ÒL¤¦�°¨�¡r�D¨

f = (f1, . . . , fn) ∈ Fn �
ô Ë

c ∈ F
ÖO¤E¨Z¤mÒD�D¤

cf := (cf1, . . . , cfn)
ïº�«Ë

c ∈ Fn
È�ÖO¤(¨Z¤mÒD�D¤(¥gÌD¤(�U¤
¬¦¥��Q¢! Z¢���¨©®D¬¦¥

cf :=
∑n

i=1 cifi
� Àí��¥gÌ

Mf t ∈ Fm
ÖO¤)¨Z¤¦�D�Q¥�¤)¥gÌD¤º®D±�®L¡r��£)®Z��¥g�� Z���°¬~¡r¥g�°�Q�E�rË ¡�£�¡r¥g¢g�«×

M ∈ Fm×n
Ö$��¥gÌ

¥gÌD¤�¥g¢n¡r�D±g 6�X±�¤
¨E�U¤
¬¦¥��Q¢
f t ï��«Ë%��¥��°±�¬¦�°¤~¡r¢�ËK¢��Q£ ¥gÌD¤�¬
�Q�¯¥�¤m×©¥~È�Ö�¤�¡r�°±���Ö$¢g��¥�¤

Mf
��Æ �Q¢Ç¡�Ë�®Z�D¬¦¥g�°�Q�

σ : F → F
¡r�D¨

g ∈ F
ÖO¤�¨Z¤mÒD�D¤

σ(f) := (σ(f1), . . . , σ(fn)) ∈ Fn
¡r�D¨

σfg := f1σ
n−1(g) + · · · +

¾ C�lnod\>od[rhnoBcfsÖ¬ �Ladl@$%$%¯Uv�srcfq$lms�lmq$c�hjiX\��/od\bsr^`cflms�^Bhnad\�]/\btQs�\g]$cfs�h q$ljad\>km\Ss�\bayhjiU_Sljs~od\��/oGod[Qhno6_Sl��¦\bad^Bhni�^`l�]�cp|U\ba �\Ss
odc�hji¯\��~od\Ssr^`cfljsr^S�!×�ljad\Sl��¦\za>ljv�a�^`xX\S_Sc�hni�_ghn^`\Had\S^�o`adcf_bod^�odlOod[rlm^`\�\��/od\bsr^`cflms�^5�5cpod[
constσF(t) = constσF

�



:@°!±#²9BE>!³©´+698i69µ�<�;=<18iB�¶�<1D·±�BE>!<�698¸D!Bº¹Z¹C<C8�<C>95�<»<1¼9½�6�;=B�°9>!: Ø
fng ∈ F

�
Idn

±g¥n¡r�D¨Z±%Ë`�Q¢$¥gÌD¤º�°¨Z¤¦�¹¥g��¥y¼!£�¡r¥g¢g�«×Ú¡r�D¨
0n

±�¥n¡r�D¨Z±%Ë��Q¢$¥gÌD¤�§~¤¦¢��rÊd�U¤
¬¦¥��Q¢��rËH�°¤¦�Z�X¥gÌ
n
�o ¤¦¥

K
³6¤�¡-±g®Z³©ÒL¤¦�°¨.�rË

F
��ó ÌD¤¦�.Ö�¤�¨Z¤mÒD�D¤º¥gÌD¤�±�®Z³D±g L¡Q¬
¤

NullspaceK(f)
�rË

Kn
�X���U¤¦�Ú³¯¼

NullspaceK(f) := {k ∈ Kn |fk = 0}.
Ù �Q¢�¤
�~�U¤¦¢~ÈD�°¤¦¥

F[t]
³G¤:¡Ç G�Q��¼��D�Q£��Þ¡r�5¢g���Z� � À»¤º���¹¥g¢��¹¨©®D¬
¤

tb F := {tbf | f ∈ F}
¡r�D¨

F[t]b := {f ∈ F[t] | deg(f) ≤ b}
Ë`�Q¢

b ∈ N0
ï$���¾ L¡r¢g¥g�°¬¦®Z�Þ¡r¢~È

F[t]−1 := {0}
� Ù �Q¢�¤
�/�U¤¦¢~È%ÖO¤Ú¨Z¤mÒD�D¤

||f || := deg b
Ë��Q¢

f ∈ F[t]∗
È

||0|| := −1
ÈZ¡r�D¨

||f || := max1≤i≤n ||bi||
Ë��Q¢

f = (f1, . . . , fn) ∈ F[t]n
�
[p]l

�X���U¤
±%¥gÌD¤
l
Êd¥gÌ�¬
��¤%Ù�¬¦�°¤¦�¯¥

�rË
p ∈ F[t]

��Æ ®Z¢g¥gÌD¤¦¢g£0�Q¢�¤XÈ�ÖO¤)¨Z¤¦�D�Q¥�¤

F(t)(frac) := {p
q
| p, q ∈ F[t]

¡r�D¨
||p|| < ||q||},

� � ¤ � È
F(t) = F[t] ⊕ F(t)(frac) Ö$ÌD¤¦¢�¤

F[t]
È
F(t)(frac) ¡r¢�¤�¬
�Q�D±g�°¨Z¤¦¢�¤
¨Ú¡Q±�±g®Z³D±g L¡Q¬
¤
±��rË

F(t)
�/�U¤¦¢

K
�o ¤¦¥

(F, σ)
³6¤�¡Ú¨©�«ªB¤¦¢�¤¦�D¬
¤�ÒL¤¦�°¨ì¡r�D¨

f ∈ F∗ �(ó ÌD¤¦�ìÖO¤�¨Z¤mÒD�D¤&¥gÌD¤ σ Í{Ú �� 
çdèQå%����� f(k)

Ë`�Q¢-¡Ú�D�Q�©Ê
�D¤¦�¯¡r¥g���U¤����¹¥�¤¦�U¤¦¢à³¯¼ ∏k−1

i=0 σi(f)
� ó ÌD¤� Z¢����rË��rË�¥gÌD¤�Ë`�Q���°�~Ö$���Z���°¤¦£�£�¡-�°±$�°¤mË�¥$¥���¥gÌD¤�¢�¤~¡Q¨Z¤¦¢ �

���1¤©¤©£Û�`����� µ�ê
ç
(F(t), σ)

Ó�êe�����1�i��É0è���è�ÉÊ�����Hê#ÇUçyê%�Zæ
�`è��îè Ú (F, σ) Ü �Kç�Ý σ(t) = αt + β Þ�ß Ý©ê%�
Ú èQå«���iàe�Gè�� Í �6ê�áZ�Xç���Òrêâ���Lçyê�á¯êmå Ü ê/Ý7��Òrê σk(t) = α(k)t + b Ú èQå�æ¦èÎÉ0ê b ∈ F Þ

ø©�nã«ä�W�å«WD�>�5�G�6�K���gf��B�!T��`Wiæ�h
Ü����U¤¦�E¡r�É®Z�Z��£0�Q�D�Q£��Þ¡r� ¤m×©¥�¤¦�D±g�°�Q�

(F(t), σ)
�rË

(F, σ)
È6Ö�¤)¥g¢g¼Ú¥���±��Q���U¤: Z¢��Q³Z�°¤¦£*´ µ>¶�·¾���É¥gÌD¤

Ë`�Q���°�~Ö$���Z��Ö�¡~¼ ��Æ ��¢�±g¥�ÖO¤Ç¬
�Q£� Z®Z¥�¤Ç¡�¬
�Q£�£0�Q��¨Z¤¦�D�Q£����L¡r¥��Q¢��rËO¡r���>¥gÌD¤) 6�X±�±g��³Z�°¤:±��Q��®Z¥g�°�Q�D±����
F(t)¡r�D¨Ú¡�Ë�¥�¤¦¢gÖ�¡r¢�¨Z±�ÖO¤�¬
�Q£� Z®Z¥�¤)¥gÌD¤Nçy�¯®Z£0¤¦¢n¡r¥��Q¢*èÇ�rË�¥gÌD¤�±n�Q��®Z¥g�°�Q�D±��~�U¤¦¢�¥gÌZ�°±�¬
�Q£�£0�Q��¨Z¤¦�D�Q£����L¡r¥��Q¢ �

Ù �Q¢�¤� Z¢�¤
¬¦�°±�¤¦��¼UÈDÖ�¤º Z¢��Q G�X±n¤�¡-¢�¤
¨©®D¬¦¥g�°�Q�Ú±g¥g¢n¡r¥�¤¦�X¼�¥gÌL¡r¥�¬~¡r�.³6¤º±g®Z£�£�¡r¢g��§~¤
¨!���
�«é�����ê��1¤ëÄ`���=� µ�ê¦ç

(F(t), σ)
Ó�êâ���2�1�i��É�èÎ��è�ÉÊ���Î�6ê#ÇXçyê@�Zæ
�`è���è Ú (F, σ) Ü ��ç�Ý K := constσF Þâß Ý©ê@�è��Gê© .��� æ¦è��ÌÒrêì�GåSè�Ó@��ê%É ´ µ�¶�·í���

(F(t), σ)
� Ú è��6ê¦ .��� æ¦è��ÌÒrêI��åSèCÓ%��ê@É:æÉ¶Çê%�1îï����éü¶:ê�á�îqð�æ~ê�ê

ñ=�iÓjæ
ê. 
ç���èÎ�¦ò Þºó ð��Î��éÖ��åSèCÓ%��ê@É:æ�´uµ�¶�·ô���GéÊõPñö���
(F, σ)

ð æ~ê�ê«ñ=�iÓjæ
ê# ~ç���è�� Þ ò Þ ò Þ
�¹®Z³D±�¤
­¹®D¤¦�¯¥g��¼UÈH�°¤¦¥

(F(t), σ)
³6¤�¡r�î®Z�Z��£0�Q�D�Q£��Þ¡r�%¤m×�¥�¤¦�D±��°�Q�ü�rË

(F, σ)
Ö$��¥gÌ

σ(t) = αt + β
È

K =
constσF

ÈD¡r�D¨!�°¤¦¥
0 6= a = (a1, . . . , am) ∈ F(t)m ¡r�D¨

f ∈ F(t)n �
ø©���X� �(��¤¦¥¨§��Y�¨÷Z£7��������øb£i��ùúø�é���ê��+÷�û��+øÎ� ô � ¡»ÒD¢�±g¥�±g¥�¤¦  ÖO¤É¥g¢g¼¾¥��ü¨Z¤
¬¦¢�¤~¡Q±�¤�¥gÌD¤É�Q¢�¨Z¤¦¢��rË�¥gÌD¤
 L¡r¢n¡r£0¤¦¥�¤¦¢g��§~¤
¨ö�����D¤~¡r¢Ç¨©�«ªB¤¦¢�¤¦�D¬
¤&¤
­¯®L¡r¥g�°�Q�5È�� � ¤ � È�ÖO¤�¥g¢g¼(¥��Ú¨Z¤
¬¦¢�¤~¡Q±�¤

m
�!Ù �Q¢�¤
�/�U¤¦¢~È>Ö�¤�¬
�Q�D±��°¨Z¤¦¢

¥yÖ���±gÌD�Q¢g¥�¬¦®Z¥�±àÖ$ÌZ�°¬�Ì�¡r���°�/Ö ®D±$¥���¬
�Q£� Z®Z¥�¤Ç¡Ç³L¡Q±g�°±$���Ú�Q�D¤º±�¥g¢��QÛU¤ �
�(��¤©¥�§��Y�¨÷Z£7�������ú�w� ô Ë

a1am = 0
È�Ö�¤�¬~¡r�ö¢�¤
¨©®D¬
¤&¥gÌD¤��Q¢�¨Z¤¦¢0¡Q±)Ë��Q���°�/Öà± � ô Ë

a1 6= 0
È�±�¤¦¥

l := 1
È

�Q¥gÌD¤¦¢gÖ$�°±�¤!¥n¡rÛU¤.¥gÌL¡r¥
l
Ö$��¥gÌ

0 = a1 = · · · = al−1 6= al
� �¹��£����Þ¡r¢g��¼UÈ%�«Ë

am 6= 0
È�±�¤¦¥

k := m
È

�Q¥gÌD¤¦¢gÖ$�°±�¤º¥n¡rÛU¤�¥gÌL¡r¥
k
Ö$��¥gÌ

ak 6= ak+1 = · · · = am = 0
� ó ÌD¤¦�ÚÖO¤ºÌL¡~�U¤

σag = cf ⇔ σk−m(al)σ
k−l(g) + · · · + σk−m(ak)g = cσk−m(f)

Ö$ÌD¤¦¢�¤
σk−m(al) 6= 0 6= σk−m(ak)

� ó ÌD¤¦¢�¤mË`�Q¢�¤�¨Z¤mÒD�D¤
a′ ∈ F(t)k−l+1 ¡r�D¨ f ′ ∈ F(t)n ³¯¼

a′ := (σk−m(al), . . . , σ
k−m(ak))

¡r�D¨
f ′ := σk−m(f),

²dÝX¸
¡r�D¨ÚÒD�D¨�¡0³L¡Q±g�°±��rË

V(a′,f ′, F(t))
ÈG±j¡
¼

{(ci1, . . . , cin, gi)}1≤i≤r ⊆ Kn × F(t)
��ó ÌD¤¦��ÖO¤:�U¤¦¥�¥gÌD¤

³L¡Q±g�°±à�rË
V(a,f , F(t))

Ö$��¥gÌ
{(ci1, . . . , cin, σm−k(gi))}1≤i≤r ⊆ Kn × F(t)

�
Ð�¤¦�D¬
¤ºÖO¤º£�¡~¼!±g®Z Z G�X±n¤�¥gÌL¡r¥

a = (a1, . . . , am) ∈ F(t)m
Ö$��¥gÌ

a1am 6= 0
�

�(é���ê��+÷�û��º�w� ô Ë
m = 1

ÈUÖO¤�¬~¡r�0 Z¢���¨©®D¬
¤�¡�³L¡Q±g�°±�¡Q±HË`�Q���°�~Öà± � Q�¤mÒD�D¤
g := f

a1

�Hó ÌD¤¦����¥�Ë`�Q���°�~Öà±uÖ$��¥gÌ
g = (g1, . . . , gr)

¡r�D¨:¥gÌD¤
i
Êd¥gÌ:®Z�Z��¥��U¤
¬¦¥��Q¢

(0 . . . , 1, . . . , 0) ∈ Kn
¥gÌL¡r¥

{(0 . . . , 1, . . . , 0, gi)}1≤i≤r ⊆
Kn × F(t)

�°±�¡Ç³L¡Q±g�°±��rË
V(a,f , F(t))

�
ó ÌD¤¦¢�¤mË`�Q¢�¤ºÖO¤º£�¡~¼!±g®Z Z G�X±n¤�¥gÌL¡r¥

a = (a1, . . . , am) ∈ F(t)m
Ö$��¥gÌ

a1am 6= 0
¡r�D¨

m > 1
�



ü 57698�:
;=<1>?:@5�A!>�<CBED9<C8
�(��¤©¥�§��Y�¨÷Z£7�������ù�/�w� ô Ë

ai = 0
Ë��Q¢�¡r���

1 < i < m
�Q�D¤:�°±º¡r³Z�°¤-¥���¢�¤
¨©®D¬
¤-¥gÌD¤Ç Z¢��Q³Z�°¤¦£ëËK®Z¢g¥gÌD¤¦¢º¥��

¡�ÒD¢�±�¥SÊy�Q¢�¨Z¤¦¢:�����D¤~¡r¢Ç¨©�«ª6¤¦¢�¤¦�D¬
¤&¤
­¯®L¡r¥g�°�Q�ü Z¢��Q³Z�°¤¦£ � Ð�¤¦¢�¤0ÖO¤�®D±�¤0¥gÌD¤0Ë`¡Q¬¦¥:¥gÌL¡r¥)�«Ë
(F(t), σ)

�°±Ç¡r�
®Z�Z��£0�Q�D�Q£��Þ¡r�u¤m×©¥�¤¦�D±g�°�Q�»�rË

(F, σ)
¡r�°±��

(F(t), σm−1)
�°±�¡r�(®Z�Z��£0�Q�D�Q£��Þ¡r�O¤m×©¥�¤¦�D±g�°�Q�E�rË

(F, σm−1)¡r�D¨!¥gÌL¡r¥
V(a,f , F(t))

���
(F(t), σ)

�°±à¤
­¹®L¡r�B¥��
V := V((a1, am),f , F(t))

���
(F(t), σm−1)

�ý ê%Ée�Qå
þ Þ �¹®Z Z 6�X±�¤�¥gÌL¡r¥ (F(t), σ)
�°±�¡

ΠΣ
Ê`ÒL¤¦�°¨!�~�U¤¦¢�¡

σ
Êy¬
�Q£� Z®Z¥n¡r³Z�°¤

K
��ó ÌD¤¦�.³¹¼�½pã�¡r¢nÎXÑZÈ ó ÌZ£2p

 L¡r�U¤ ø©� ÔQÅ
(F(t), σm−1)

�°± ¡
ΠΣ

Ê`ÒL¤¦�°¨Ç�/�U¤¦¢
K
ÈQ� � ¤ � È¯¡�³L¡Q±g�°±u�rË

V
¬~¡r��³G¤%¬
�Q£� Z®Z¥�¤
¨�³¹¼ ó ÌD¤
�Q¢�¤¦£8Ô �fø©�

'â§���£�ê�����ÿöù��1���!¤©����£7�+�=êwø«£i��ùm÷Z£i��÷��C§�§�����ÿö÷Z��¤b¤¦������£�÷Î�+�=êwøÎ� Ø��Q£� Z®Z¥�¤
a′ = (a′1, . . . , a

′
m) ∈

F[t]m
¡r�D¨

f ′ = (f ′
1, . . . , f

′
n) ∈ F[t]n

±g®D¬�Ì�¥gÌL¡r¥
gcdF[t](f

′
1, . . . , f

′
n, a′1, . . . , a

′
m) = 1

¡r�D¨
a′ = aq

È
f ′ = fq

Ë`�Q¢à±��Q£0¤
q ∈ F(t)∗

��ó ÌD¤¦�
V(a,f , F(t)) = V(a′,f ′, F(t))

�
ó Ì¯®D±�ÖO¤º£�¡~¼!±g®Z Z G�X±n¤�¥gÌL¡r¥à¥gÌD¤º¤¦�¯¥g¢g�°¤
±����

0 6= a ∈ F[t]m
È
f ∈ F[t]n

ÌL¡~�U¤º�D�0¬
�Q£�£0�Q�!Ëd¡Q¬¦¥��Q¢�± �
�(é���ê��+÷�û��.�/�w� À»¤�ÌL¡~�U¤

V(a,f , K) = NullspaceK(h)
Ë`�Q¢

h := (f1, . . . , fn,−
∑m

i=1 ai)
� Ð�¤¦�D¬
¤

¥gÌZ�°±à±g 6¤
¬¦�Þ¡r��¬~¡Q±�¤º¬~¡r�Ú³G¤�¢�¤
¨©®D¬
¤
¨!¥��0 Z¢��Q³Z�°¤¦£íõNñ �
õPñ�p 	 ®Z��� ø  L¡Q¬
¤

• rOsEt1uwv ~��*~ z�y�� ��~��	��
Z�
� z�y�� �������Ì� F(t) xVy z�|�� 
����
��� � K ~+��� f ∈ F[t]n �
• �Vs�v!� ~���~ ��y���� � Nullspace

K
(f ) = {k ∈ Kn |fk = 0} ��� ��� K �

ô ¥)�°±Ç¤~¡Q±g¼(¥��É±�¤
¤�¥gÌL¡r¥:�Q�D¤&¬~¡r�ü±��Q���U¤� Z¢��Q³Z�°¤¦£ õNñ(Ö$��¥gÌü�����D¤~¡r¢�¡r���U¤¦³Z¢n¡.£0¤¦¥gÌD��¨Z±:�«Ë
(F, σ)

�°±Ç¡r�
®Z�Z��£0�Q�D�Q£��Þ¡r�5ÒL¤¦�°¨Ú�~�U¤¦¢�¡

σ
Êy¬
�Q£� Z®Z¥n¡r³Z�°¤

K
ïZ±�¤
¤0½���¬nÌLÕXÏZÈ o ¤¦£�£�¡�Ñ �fø Å � Ð�¤¦�D¬
¤ºÖ�¤º�U¤¦¥

���1¤©¤©£»Ä(���=� µ>ê¦ç
(F, σ)

Ó�êP�
ΠΣ Í ä�ê%��éÇèÎÒrêmåk� σ Í  nè�Ék����ç��CÓ%��ê K Þâß Ý©ê@��è��6êk  ���&æ¦è��ÌÒrêV��ågè�Ó%�°ê%ÉÃõPñ����é/��ågè�Ó%�°ê%Éý´ µ�¶�· ���

(K, σ) Ü �Kç�Ý»�Ì�Y�Gê.�Qåâ��� á¯ê+Ómå#�IÉ�ê¦ç�Ý�è~éQæ Þ
ø©� Ï � � ��û���ù�ø!� �=êö��é��Ûø+��§�û����Y�!� ø+¥�£�÷��i� ô �»¥gÌD¤�±�¤
¬
�Q�D¨î¢�¤
¨©®D¬¦¥g�°�Q�ö±�¥�¤¦ ü�Q�D¤0¥g¢g�°¤
±:¥��Ú±n�Q���U¤�¥gÌD¤
Ë`�Q���°�~Ö$���Z�� Z¢��Q³Z�°¤¦£ �

¶Çê%�1îSp � ¤¦�D�Q£����L¡r¥��Q¢ � �Q®Z�D¨©���Z� �
• rOsEt1uwv ~+��
Z� y�"#� � �$"Py ~��%��& z � � ��y�� � (F(t), σ) � � (F, σ) } 0 6= a ∈ F[t]m ~���� f ∈ F[t]n �
• �Vs�v!� ~('$)�*	+�,�-.*0/�12+�3546+�7�*0' � � V(a, f , F(t)) }Zy � ��� } ~�8 � ��9�� �$"Py ~�� d ∈ F[t]∗ z�| ~ z ��
�������� �

∀(c1, . . . , cn, g) ∈ V(a, f , F(t)) : dg ∈ F[t].

�¹���D¬
¤
V(a,f , F(t))

�°±%ÒD�Z��¥�¤�¨©��£0¤¦�D±g�°�Q�L¡r���~�U¤¦¢
K
ÈD¡�¨Z¤¦�D�Q£����L¡r¥��Q¢�³G�Q®Z�D¨.£)®D±g¥�¤m×©�°±g¥ �

�¹®Z Z 6�X±�¤�¥gÌL¡r¥àÖO¤:¡r¢�¤º�X���U¤¦�Ú±g®D¬nÌÉ¡
d
¡r�D¨!¨Z¤mÒD�D¤

a′ := (
a1

σm−1(d)
,

a2

σm−2(d)
, . . . ,

am

d
).

²`ÎU¸

G �Q¥�¤H¥gÌL¡r¥
{(ci1, . . . , cin, gi)}1≤i≤r

�°±�¡�³L¡Q±g�°±��rË
V(a′,f , F[t])

�«ËZ¡r�D¨��Q�Z��¼��«Ë
{(ci1, . . . , cin, gi

d
)}1≤i≤r�°±�¡�³L¡Q±g�°±º�rË

V(a,f , F(t))
� Ð�¤¦�D¬
¤XÈB�X���U¤¦�î¡&¨Z¤¦�D�Q£����L¡r¥��Q¢)³6�Q®Z�D¨

d
�rË

V(a,f , F(t))
ÈBÖO¤�¬~¡r�E¢�¤mÊ

¨©®D¬
¤&¥gÌD¤& Z¢��Q³Z�°¤¦£4¥��(±�¤~¡r¢�¬nÌöË��Q¢0¡Ú³L¡Q±g�°±-�rË
V(a,f , F(t))

¥����°�¹�QÛEË`�Q¢�¡Ú³L¡Q±��°±Ç�rË
V(a′,f , F[t])

�
á�¼&¬¦�°¤~¡r¢g���Z��¨Z¤¦�D�Q£����L¡r¥��Q¢�±�¡r�D¨.¬~¡r�D¬
¤¦�������Z��¬
�Q£�£0�Q�.Ëd¡Q¬¦¥��Q¢�±$���

a′
¡r�D¨

f
ÈD¡Q±�¡r³G�/�U¤XÈZÖO¤º£�¡~¼.¡r�°±��

±g®Z Z 6�X±�¤�¥gÌL¡r¥
a = (a1, . . . , am) ∈ F[t]m

Ö$��¥gÌ
a1am 6= 0

È
m > 1

ÈL¡r�D¨
f ∈ F[t]n

�
ó ÌD¤��D¤m×©¥à¢�¤
¨©®D¬¦¥g�°�Q�É±g¥�¤¦ .¬
�Q�D±��°±g¥�±à�rËH³G�Q®Z�D¨©���Z�0¥gÌD¤� G�Q��¼��D�Q£��Þ¡r��¨Z¤¦�X¢�¤
¤
±à���

V(a,f , F[t])
�

¶Çê�á�îSp ����ÿ ¢�¤
¤ � �Q®Z�D¨©���Z�
• rOsEt1uwv ~+��
Z� y�"#� � �$"Py ~��%��& z � � ��y�� � (F(t), σ) � � (F, σ) } 0 6= a ∈ F[t]m ~���� f ∈ F[t]n �
• �Vs�v!� ~('$);:$3<)6)�46+�7�*0' b ∈ N0 ∪ {−1} }�y � ��� }

V(a, f , F[t]b) = V(a, f , F[t]) ~���� b ≥ max(−1, ||f || − ||a||). �>=��
Í��¯¡r���5ÈD±g���D¬
¤

V(a,f , F[t])
�°±$ÒD�Z��¥�¤�¨©��£0¤¦�D±g�°�Q�L¡r�>�/�U¤¦¢

K
ÈD¡�¨Z¤¦�X¢�¤
¤º³6�Q®Z�D¨!£:®D±g¥à¤m×��°±�¥ �

�k¢(£i¤¦¥¨§Y��Ä(��� ²dØ��Q�¯¥ �,ª ×�  � Ï ��� ¸ � á�¼Ú½���¬�ÌLÕrÔ¯¡ZÈDØ��Q¢ �G� ÅB¡:¨Z¤¦� � ³G�Q®Z�D¨&�rË
V((1,−1), (h), Q(k)(h))�°±

1
¡r�D¨�³¹¼É½���¬nÌLÕrÔX³>ÈDØ��Q¢ � Ä�Å5¡Ç¨Z¤¦�X¢�¤
¤�³6�Q®Z�D¨��rË

V((1,−1), (h), Q(k)[h])
�°±

2
� Ð�¤¦�D¬
¤�ÖO¤�ÌL¡
�U¤�¥��

¬
�Q£� Z®Z¥�¤:¡Ç³L¡Q±��°±à�rË
V((1,−1), (h), Q(k)(h)) = V((1,−1), (h), Q(k)[h]2)

ïD±n¤
¤ ª ×Z¡r£� Z�°¤ ø©� Ô �



:@°!±#²9BE>!³©´+698i69µ�<�;=<18iB�¶�<1D·±�BE>!<�698¸D!Bº¹Z¹C<C8�<C>95�<»<1¼9½�6�;=B�°9>!: ?
�k¢(£i¤¦¥¨§Y�ÀÄ`��� ²dØ��Q�¯¥ �nª ×�  � Ï � ÏU¸ � Q�¤¦�D�Q¥�¤

F := Q(n)(k)(b)
� á�¼E½���¬�ÌLÕrÔ¯¡LÈGØ��Q¢ ��� Å�¡0¨Z¤¦� � ³G�Q®Z�D¨

�rË
V((1,−1),f , F(h))

�°±
1
¡r�D¨É³¹¼î½���¬�ÌLÕrÔX³�È6Ø��Q¢ � Ä�Å ¡�¨Z¤¦�X¢�¤
¤Ç³6�Q®Z�D¨É�rË

V((1,−1),f , F[h])
�°±

2
�

Æ ���L¡r����¼UÈZ��� ª ×D¡r£� Z�°¤ ø©� Ñ-Ö�¤ºÖ$������¬
�Q£� Z®Z¥�¤)¡Ç³L¡Q±��°±à�rË
V((1,−1),f , F(h)) = V((1,−1),f , F[h]2)

�
�k¢(£i¤¦¥¨§Y� Ä`�EÄ ²dØ��Q�¹¥ � ª ×�  � Ï �fø ¸ � Q�¤¦�D�Q¥�¤

F := Q(n)(k)(b)
� á�¼ö½���¬nÌLÕrÔ¯¡DÈBÍ���� �5ø Å ÖO¤0¬
�Q£� Z®Z¥�¤

¥gÌD¤�¨Z¤¦�D�Q£����L¡r¥��Q¢�³G�Q®Z�D¨
d = (k + 1)h + 1

�rË
V(α,φ, F(h))

� Í�ËK¥�¤¦¢�¡Q¨D¡r Z¥g���Z� Å
α
¡r�D¨

φ
¥��

a =
(

− 3(1 + k)2(2 + k)(−1 + k − n),−4(1 + k)2(3 + k)(−1 + k − n), (−1 − k)(2 + k)(3 + k)(−1 + k − n)
)

,

f =
(

b(3 + k)(2 + k + h(2 + 3k + k2))(k − n)(1 − k + n),

b(3 + k)(2 + k + h(2 + 3k + k2))(−1− n)(1− k + n), b(3 + k)(2 + k + h(2 + 3k + k2))(−1− n)(2 + n)
)

³¯¼ÚË��Q���°�/Ö$���Z�ö²`ÎU¸¦ÈG¥gÌD¤-¥n¡Q±gÛÉ�°±�¥���ÒD�D¨»¡��D�Q�©Êd¥g¢g�����Þ¡r� ±��Q��®Z¥g�°�Q�»�rË
V(a,f , F[h])

� á�¼Ú¬�ÌD¤
¬nÛ¹���Z�Ú¥gÌL¡r¥
¥gÌD¤¦¢�¤:�°±��D�

g ∈ F
Ö$��¥gÌ

σag = 0
Ö�¤:¬~¡r�E¡r Z Z��¼»½���¬�ÌLÕrÔ¯¡LÈ�¿ ¢��Q  � Ï�Å�¡r�D¨É�Q³Z¥n¡r����¥gÌD¤)¨Z¤¦�X¢�¤
¤:³G�Q®Z�D¨

1
Ë��Q¢

V(a,f , F[h])
ï%�D�Q¥�¤!¥gÌL¡r¥�¥gÌZ�°±0¬�ÌD¤
¬nÛ¾¬~¡r�õ³G¤!¨Z�Q�D¤.¡r�¯¡r���â³¯¼ì�Q®Z¢�¡r���U�Q¢g��¥gÌZ£0± � Ü����U¤¦�¾¥gÌZ�°±

���©Ë`�Q¢g£�¡r¥g�°�Q�5È�Ö�¤(¬
�Q£� Z®Z¥�¤�Ë��Q¢
V(a,f , F[h]1)

¥gÌD¤E±��Q��®Z¥g�°�Q�
B1 = {

(

c1, c2, c3, g
)

}
Ö$ÌD¤¦¢�¤

c1 =

4n2(1 + n)2
È
c2 = 2n2(1 + n)(3 + 2n)

È
c3 = n2(1 + n)(2 + n)

¡r�D¨

g = − b(1+k)(2k2(1+n)2(1+hn)+n(1+n)(2+3n(2+n))−k(2+n(8+n(13+6n)+h(1+n)(2+3n(2+n)))))
−1+k−n

;

±�¤
¤ ª ×D¡r£� Z�°¤ ø©� Ä ��ó ÌZ�°±��X���U¤
±$¥gÌD¤�±��Q��®Z¥g�°�Q�
{
(

c1, c2, c3,
g

(k+1)h+1

)

}
Ë��Q¢

V(α,φ, F(h))
�

ó ÌD¤�Ë`�Q���°�~Ö$���Z���°¤¦£�£�¡��°±$��£�£0¤
¨©�Þ¡r¥�¤:¡r�D¨!�°±à�°¤mËK¥$¥���¥gÌD¤�¢�¤~¡Q¨Z¤¦¢ �
���1¤©¤©£»Ä(���9� µ>ê¦ç

(F(t), σ)
ÓnêP���ì�1�i��É0è���è�ÉÊ������ê#ÇXçyê%�Dæ
�`è��.è Ú (F, σ) Ü ��ç�Ý K := constσF

ð
0 6= a ∈

F[t]m
ð
f ∈ F[t]n

����é
f ′ := Mf ∈ F[t]n

′ Ú èQå)æ¦è�É�ê M ∈ Kn′×n Þ5@YÚ d ∈ F[t]∗
� æâ��é¯ê%��è�ÉÊ�����XçdèQå

Ógè��1��é�è Ú V(a,f , F(t))
ð
d
� æÊ�Éé¯ê%��è�ÉÊ�����XçdèQåeÓgè��1��é�è Ú V(a,f ′, F(t)) Þ�@YÚ b

� æÊ�Úé¹ê�áQå�ê�ê»Ógè��1��éÉè Ú
V(a,f , F[t])

ð
b
� æ«��é¹ê�áQå�ê�ê?ÓgèÎ�C��é�è Ú V(a,f ′, F[t]) Þ

á�¼»²`ÃU¸���¥%Ë��Q���°�/Öà±à¥gÌL¡r¥
f ∈ F[t]||a||+b

� Ð�¤¦�D¬
¤ºÖ�¤�¬~¡r�! Z¢���¬
¤
¤
¨Ú¡Q±%Ë`�Q���°�~Öà±à³¹¼�¥n¡rÛ¹���Z�
δ := b

�

ø©�fø©� ����÷Zê��1¤¦�1�!�+£i§,êw��ù¨û�÷Z���Y�!�^��ê?¥��!§>A�����¤b��£i§�ù���ÿ=êw���·ê��Cù�û�÷Î�������,� À»¤�¡r¢�¤º���¯¥�¤¦¢�¤
±�¥�¤
¨!���!¥gÌD¤
Ë`�Q���°�~Ö$���Z�& Z¢��Q³Z�°¤¦£ � �»�CB��1�

δ ∈ N0 ∪ {−1}
È
0 6= a ∈ F[t]m

Ö$��¥gÌ
l := ||a||

¡r�D¨
f ∈ F[t]nδ+l

È �V��ù
¡Ú³L¡Q±g�°±

Bδ

�rË
V(a,f , F[t]δ)

� ô �ö�Q¢�¨Z¤¦¢Ç¥��(¡Q¬
¬
�Q£� Z���°±gÌì¥gÌZ�°±:¥n¡Q±�ÛGÈHÖ�¤�±gÌL¡r���%¨Z¤¦�U¤¦�°�Q ¾¡.¢�¤
¨©®D¬¦¥g�°�Q�
±g¥g¢n¡r¥�¤¦�X¼�¥gÌL¡r¥à¬~¡r�.³6¤º±g®Z£�£�¡r¢g��§~¤
¨É¡Q±$Ë��Q���°�/Öà± �
�«é�����ê��1¤ Ä`���9� µ�ê¦ç

(F(t), σ)
Ónêe���¦�1�i��É0è���è�ÉÊ������ê#ÇXçyê@�Zæ
�`è��üè Ú (F, σ) Ü �Kç�Ý K := constσF

ð
0 6=

a ∈ F[t]m Ü �Kç�Ý l := ||a||
ð�����é

f ∈ F[t]nδ+l Ú èQå�æ
è�É�ê δ ∈ N0 ∪ {−1} Þ�ß Ý©ê%�îèÎ�GêÊ .����ä��Gé��2Ó#�ræ
� æè Ú V(a,f , F[t]δ)
� Ú è��6ê« .�Î�Éæ
è��ÌÒrê���åSèCÓ%��ê@É õPñ����Géì .�Î�Éæ
è��ÌÒrên��ågè�Ó%�°ê%Éò´ µ>¶�·È���

(F, σ) Þ
ó ÌZ�°±�¢�¤
¨©®D¬¦¥g�°�Q�5È�¡��U¤¦�D¤¦¢n¡r����§/¡r¥g�°�Q�î�rË�½pã�¡r¢nÎ � È ó ÌZ£ ��� Ï�ÅyÈB¬~¡r��³6¤-¬
�Q�D±g�°¨Z¤¦¢�¤
¨»¡Q±�¥gÌD¤Ç���Z�D¤¦¢�¬
�Q¢�¤Ç�rË
�Q®Z¢Ç£0¤¦¥gÌD�¹¨ � F�³D±n¤¦¢g�U¤�¥gÌL¡r¥Ç¥��Q�U¤¦¥gÌD¤¦¢:Ö$��¥gÌö¥gÌD¤0 Z¢�¤¦���°�Q®D±-±g®Z³D±�¤
¬¦¥g�°�Q�D±:¥gÌZ�°±Ç¢�¤
±g®Z��¥)Ö$�����%±gÌD�~Ö2�Q®Z¢
£�¡r���.¢�¤
±g®Z��¥�±g¥n¡r¥�¤
¨���� ó ÌD¤
�Q¢�¤¦£ ø©���X�
�¹®Z³D±�¤
­¹®D¤¦�¯¥g��¼UÈ��°¤¦¥

a
È
fδ := f

È
l
¡r�D¨

δ
¡Q±� G�X±�¤
¨Ú��� ó ÌD¤
�Q¢�¤¦£ ø©� Ï �$Æ ��¢�±g¥�Ö�¤)¬
�Q�D±g�°¨Z¤¦¢�¥gÌD¤�³L¡Q±�¤

¬~¡Q±�¤º�rË��Q®Z¢à¢�¤
¨©®D¬¦¥g�°�Q��¡r�D¨É¡-±gÌD�Q¢g¥�¬¦®Z¥ �
� £�ø+��÷Z£�ø+�ED

δ = −1
� ô ��¥gÌZ�°±�¬~¡Q±n¤)Ö�¤:ÌL¡~�U¤

V(a,f , {0}) = NullspaceK(f) × {0}
È6� � ¤ � ÈLÖ�¤ÇÌL¡
�U¤

¥���±��Q���U¤º Z¢��Q³Z�°¤¦£ õNñ �
�(é���ê��+÷�û���D

a ∈ Fm ¡r�D¨
δ = 0

�àó ÌD¤¦�
F[t]δ+l = F

¡r�D¨
F[t]δ = F

ÈD� � ¤ � È�ÖO¤Ç¬~¡r��¬
�Q£� Z®Z¥�¤-¡�³L¡Q±��°±
�rË

V(a,f , F[t]δ)
®Z�D¨Z¤¦¢à¥gÌD¤)¡Q±�±g®Z£� Z¥g�°�Q�Ú¥gÌL¡r¥��Q�D¤º¬~¡r�Ú±��Q���U¤º Z¢��Q³Z�°¤¦£ë´ µ�¶�·ö���

(F, σ)
�

ô Ë
δ ≥ 0

ÖO¤)¬~¡r�� Z¢���¬
¤
¤
¨É¡Q±�Ë��Q���°�/Öà± �àÆ ��¢�±g¥�Ö�¤�ÒD�D¨Ú¥gÌD¤)¬~¡r�D¨©�°¨D¡r¥�¤
±º�rË�¥gÌD¤:�°¤~¡Q¨©���Z�&¬
��¤%Ù�¬¦�°¤¦�¯¥�±
gδ ∈ F

Ë`�Q¢�¥gÌD¤:±��Q��®Z¥g�°�Q�D±
(c1, . . . , cn, g) ∈ V(a,fδ, F[t]δ)

Ö$��¥gÌ
g =

∑δ
i=0 git

i
ÈL Z��®Z�X�X���Z��³L¡Q¬nÛ.��¥�±

±��Q��®Z¥g�°�Q�&±g L¡Q¬
¤�¡r�D¨��U���Q��¢�¤
¬¦®Z¢�±g���U¤¦��¼�¥���¨Z¤¦¢g���U¤à¥gÌD¤�¬~¡r�D¨©�°¨D¡r¥�¤
±O�rË6¥gÌD¤à£��°±�±����Z�)¬
�¹¤%Ù�¬¦�°¤¦�¹¥�±
gi ∈ F

�

Å IKs�od[rcf^5\���hjq$x�i�\��6\�_ghnsr_S\bi�if\g]ºhnif^`l%od[r\Hv�srcpod^Bcfs�od[r\�]/\Ssrljq$cfsQhnodlnad^S�



F 57698�:
;=<1>?:@5�A!>�<CBED9<C8
�k¢(£i¤¦¥¨§Y�öÄ`�.G ²dØ��Q�¹¥ �,ª ×©  � Ï ��� ¸ � á�¼ ª ×Z¡r£� Z�°¤ ø©��� ÖO¤�ÌL¡~�U¤º¥���¬
�Q£� Z®Z¥�¤:¡Ç³L¡Q±��°±à�rË�¥gÌD¤)±��Q��®Z¥g�°�Q�
±g L¡Q¬
¤

V := V((1,−1), (h), Q(k)[h]2)
� �¹���D¬
¤

(1, 0) ∈ V
��¥ ¢�¤¦£�¡r���D±O¥��º�°���QÛ:Ë`�Q¢O¡

g = g2h
2 +g1h+

g0 ∈ Q(k)[h]2
Ö$��¥gÌ

σ(g) − g = h
ÈZ� � ¤ � È

[

σ(g2)
(

h +
1

k + 1

)2
+ σ(g1h + g0)

]

−
[

g2h
2 + g1h + g0

]

= h.
² � ÕU¸

á�¼E¬
�Q£� L¡r¢g���Z��¥gÌD¤��°¤~¡Q¨©���Z��¬
��¤%Ù�¬¦�°¤¦�¯¥�±Ç���ù² � ÕU¸�ÖO¤&�Q³Z¥n¡r���ö¥gÌD¤�¬
�Q�D±g¥g¢n¡r���¹¥
σ(g2) − g2 = 0

È�� � ¤ � È
g2 = c ∈ constσQ(k) = Q

� ¿���®Z�X�X���Z��¥gÌZ�°±$¢�¤
±g®Z��¥à³L¡Q¬nÛ����¹¥��É² � ÕU¸��X���U¤
±

σ(g1t + g0) − (g1t + g0) = t − c
[2t(k + 1) + 1

(k + 1)2
] ² �X� ¸

Ö$ÌD¤¦¢�¤ ¥gÌD¤ ÌZ���XÌD¤
±g¥>¨Z¤¦�X¢�¤
¤�ÌL¡Q±�³G¤
¤¦�)¢�¤
¨©®D¬
¤
¨�³¯¼��Q�D¤ � Í��¯¡r���5Èr³¹¼�¬
�Q£� L¡r¢g���Z��¥gÌD¤ �°¤~¡Q¨©���Z��¬
�¹¤%Ù�¬¦�°¤¦�¹¥�±
���¾² �X� ¸�ÖO¤-�U¤¦¥�¥gÌD¤�¬
�Q�D¨©��¥g�°�Q�

σ(g1) − g1 = 1 − c 2
k+1

� ���Q���¹���Z�!¥gÌZ�°±� Z¢��Q³Z�°¤¦£3���
(Q(k), σ)

�X���U¤
±
c = 0

¡r�D¨
g1 = k+d

Ö$��¥gÌ
d ∈ Q

� ¿���®Z�X�X���Z�:³L¡Q¬�Û-¥gÌZ�°± ±��Q��®Z¥g�°�Q�0���¹¥���² �X� ¸mÈ¯ÖO¤à�Q³Z¥n¡r���
σ(g0)−g0 =

−1−d 1
k+1

�Hó ÌZ�°±O¬~¡r��³6¤à±��Q���U¤
¨0���
(Q(k), σ)

Ö$��¥gÌ
g0 = −k

¡r�D¨
d = 0

� �¹®Z£�£�¡r¢g��§
���Z�DÈ
g = kt−k�°±�¡-±��Q��®Z¥g�°�Q�É�rË

σ(g) − g = h
¡r�D¨

{(0, 1), (1, g)}
�°±�¡:³L¡Q±��°±à�rË

V((1,−1), (h), Q(k)(h))
�

ó ÌD¤�¢�¤
¨©®D¬¦¥g�°�Q�ö�°¨Z¤~¡��°±��X¢n¡r ZÌZ�°¬~¡r����¼E������®D±�¥g¢n¡r¥�¤
¨»��� Æ ���X®Z¢�¤ � Ö$ÌZ�°¬�ÌöÌL¡Q±�¥��!³6¤�¢�¤~¡Q¨î¡Q±�Ë��Q���°�/Öà± �
ó ÌD¤� Z¢��Q³Z�°¤¦£2�rËBÒD�D¨©���Z��¡º³L¡Q±g�°±

Bδ

�rË
V(a,fδ, F[t]δ)

�°±O¢�¤
¨©®D¬
¤
¨�¥�� Ô ��Õ ±�¤~¡r¢�¬nÌZ���Z�:Ë`�Q¢u¥gÌD¤� G�X±n±g��³Z�°¤
�°¤~¡Q¨©���Z��¬
��¤%Ù�¬¦�°¤¦�¯¥�±~ÈL� � ¤ � ÈZ¥���±�¤~¡r¢�¬nÌZ���Z�0Ë`�Q¢�¡-³L¡Q±g�°±

B̃δ

�rË
V(ãδ, f̃δ, F)

Ö$��¥gÌî² � ÏU¸¦ÈD¡r�D¨ Ô ��� Õ ÒD�D¨©���Z�
¥gÌD¤� G�Q��¼��D�Q£��Þ¡r�°±�Ö$��¥gÌ-¥gÌD¤u¢�¤¦£�¡r���Z���Z��¬
��¤%Ù�¬¦�°¤¦�¯¥�±~ÈU� � ¤ � ÈrÒD�D¨©���Z�º¡�³L¡Q±g�°±

Bδ−1
�rË

V(a,fδ−1, F[t]δ−1)Ö$��¥gÌõ² � ÑU¸ �àó ÌD¤¦� Ô ����� Õ È6¡�³L¡Q±g�°±
Bδ

�rË
V(a,fδ, F[t]δ)

¬~¡r��³G¤)¢�¤
¬
�Q�D±g¥g¢g®D¬¦¥�¤
¨�³¯¼.¥gÌD¤)¥yÖ���³L¡Q±n¤
±
B̃δ¡r�D¨

Bδ−1
�rË�¥gÌD¤º¬
�Q¢g¢�¤
±� G�Q�D¨©���Z�&±g®Z³Z Z¢��Q³Z�°¤¦£0±~ïD±�¤
¤0² � ÝX¸ �

�¹®Z³D±�¤
­¹®D¤¦�¯¥g��¼UÈLÖO¤�¤m×© Z�Þ¡r���Ú�Q®Z¢$¢�¤
¨©®D¬¦¥g�°�Q�5ïZË`�Q¢�¡-¢g���U�Q¢��Q®D±� Z¢��¹�rË�±�¤
¤�½���¬�ÌLÕXÏXÅ � Q�¤mÒD�D¤
ãδ = (ã1, . . . , ãm) := (αδ

(m−1) [a1]l , . . . , α
δ
(0) [am]l)

¡r�D¨
f̃δ := ([f1]δ+l , . . . , [fn]δ+l)

² � ÏU¸
Ö$ÌD¤¦¢�¤

0 6= ãδ ∈ Fm ¡r�D¨
f̃δ ∈ Fn �Hó ÌD¤¦�0¥gÌD¤¦¢�¤%�°± ¥gÌD¤�Ë��Q���°�/Ö$���Z�:¬¦¢g®D¬¦�Þ¡r�L�Q³D±�¤¦¢g�X¡r¥g�°�Q�-Ë`�Q¢u¡�±��Q��®Z¥g�°�Q�

c ∈ Kn
¡r�D¨

g =
∑δ

i=0 git
i ∈ F[t]δ

�rË
V(a,fδ, F[t]δ)

p �¹���D¬
¤
t
�°±O¥g¢n¡r�D±n¬
¤¦�D¨Z¤¦�¯¥n¡r�5�~�U¤¦¢

F
È¯��¥uË`�Q���°�~Öà±

³¯¼��°¤~¡Q¨©���Z��¬
��¤%Ù�¬¦�°¤¦�¯¥�¬
�Q£� L¡r¢g�°±��Q�É¡r�D¨ o ¤¦£�£�¡�Ï ��� ¥gÌL¡r¥
σãgδ = cf̃δ,

� � ¤ � È
(c1, . . . , cn, gδ) ∈ V(ãδ, f̃δ, F)

ïD±�¤
¤�½���¬nÌLÕXÏDÈ o ¤¦£�£�¡�Ä ��� Å � ó ÌD¤¦¢�¤mË`�Q¢�¤XÈZ¥gÌD¤º¢g���XÌ¯¥������D¤~¡r¢�¬
�Q£)³Z�«Ê
�L¡r¥g�°�Q�D±��rË�¡$³L¡Q±g�°±>�rË

V(ãδ, f̃δ, F)
¤¦�L¡r³Z�°¤O�Q�D¤u¥���¬
�Q�D±g¥g¢g®D¬¦¥� L¡r¢g¥g�Þ¡r����¼�¥gÌD¤O±��Q��®Z¥g�°�Q�D±

(c1, . . . , cn, g) ∈
V(a,fδ, F[t]δ)

È¯�L¡r£0¤¦��¼
(c1, . . . , cn) ∈ Kn

Ö$��¥gÌ&¥gÌD¤
δ
Êd¥gÌ!¬
�¹¤%Ù�¬¦�°¤¦�¹¥

gδ

���
g ∈ F[t]δ

� ���ZÈ¯¥gÌD¤�³L¡Q±g�°¬
�°¨Z¤~¡-�°±$¥��ÇÒD�D¨!ÒD¢�±g¥�¡-³L¡Q±g�°±

B̃δ

�rË
V(ãδ, f̃δ, F)

�
•
':�.�6�ò�HD

B̃δ = {}
�%ó ÌD¤¦�Ú¥gÌD¤¦¢�¤Ç¡r¢�¤��D�

g ∈ F[t]δ
¡r�D¨

0 6= c ∈ Kn
Ö$��¥gÌ

σag = cfδ

ÈL¡r�D¨.¥gÌ¹®D±
c = 0

¡r�D¨
g ∈ F[t]δ−1

¡r¢�¤0¥gÌD¤&�Q�Z��¼»¬~¡r�D¨©�°¨D¡r¥�¤
±ÇË��Q¢
σag = cf

� Ð�¤¦�D¬
¤XÈ�¥n¡rÛU¤�¡!³L¡Q±g�°±
Bδ−1

�rË
V(a,fδ−1, F[t]δ−1)

Ö$��¥gÌ
fδ−1 := (0)

¡r�D¨.¤m×�¥g¢n¡Q¬¦¥�¡Ç³L¡Q±g�°±
H ⊆ F[t]∗δ−1

Ë��Q¢$¥gÌD¤��U¤
¬¦¥��Q¢�±g L¡Q¬
¤

{h ∈ F[t]δ−1 |σah = 0}.
² �~ø ¸

ô Ë
H = {g1, . . . , gµ} 6= {}

È�¡»³L¡Q±g�°±��rË
V(a,fδ, F[t]δ)

�°±
(0, . . . , 0, gi)1≤i≤µ ⊆ Kn × F[t]δ−1

�F�¥gÌD¤¦¢gÖ$�°±�¤XÈ
V(a,fδ, F[t]δ) = {0n+1}

ï�Ë��Q¢%Ë�®Z¢g¥gÌD¤¦¢�¨Z¤¦¥n¡r���°±�±�¤
¤�¥gÌD¤º Z¢����rËH�rË$½���¬�ÌLÕXÏLÈLØ��Q¢ � Ä ��� Å �

•
':�.�6� �/�HD

B̃δ 6= {}
ÈD±j¡
¼

B̃δ = {(ci1, . . . , cin, wi)}1≤i≤λ
��ó ÌD¤¦�Ú¨Z¤mÒD�D¤

C := (cij) ∈ Kλ×n ¡r�D¨
g := (w1t

δ, . . . , wλtδ)
² � Ô¹¸

Ö$��¥gÌ
g ∈ tδFλ ¡r�D¨!¬
�Q�D±��°¨Z¤¦¢

fδ−1 := Cfδ − σag.
² � ÑU¸

á�¼ö¬
�Q�D±�¥g¢g®D¬¦¥g�°�Q�í��¥-Ë`�Q���°�~Öà±�¥gÌL¡r¥
fδ−1 ∈ F[t]λδ+l−1

� G �~ÖýÖ�¤. Z¢���¬
¤
¤
¨â¡Q±�Ë`�Q���°�~Öà± � À»¤!¥g¢g¼ì¥��
¨Z¤¦¥�¤¦¢g£����D¤)¤m×D¡Q¬¦¥g��¼&¥gÌD�X±�¤

h ∈ F[t]δ−1
¡r�D¨

d ∈ Kλ
¥gÌL¡r¥$Ë�®Z�«ÒD���

σa(h + dg) = dCfδ ⇔ σah = dfδ−1.



:@°!±#²9BE>!³©´+698i69µ�<�;=<18iB�¶�<1D·±�BE>!<�698¸D!Bº¹Z¹C<C8�<C>95�<»<1¼9½�6�;=B�°9>!: I
Æ �Q¢à¥gÌZ�°±à¥n¡Q±gÛGÈ©Ö�¤º¥n¡rÛU¤)¡-³L¡Q±��°±

Bδ−1
�rË

V(a,fδ−1, F[t]δ−1)
�

•
':�.�6�2�/�w�E�<D

Bδ−1 = {}
� ó ÌD¤¦�

V(a,fδ, F[t]δ) = {0n+1}
�

•
':�.�6�3�����E���<D

Bδ−1 6= {}
È�±n¡~¼

Bδ−1 = {(di1, . . . , diλ, hi)}1≤i≤µ
�!ó ÌD¤¦�ü¨Z¤mÒD�D¤

D := (dij) ∈

Kµ×λ ¡r�D¨ h := (h1, . . . , hµ) ∈ F[t]µδ−1

� ô ¥$�°±à��£� G�Q¢g¥n¡r�¹¥�¥����Q³D±�¤¦¢g�U¤º¥gÌL¡r¥

σa(h + Dg) = DCfδ.
² � ÄU¸

G �~Ö ¨Z¤mÒD�D¤
κij ∈ K

¡r�D¨
pi ∈ F[te]

µ
δ

Ö$��¥gÌ
(

κ11 ... κ1n��� ���
κµ1 ... κµn

)

:= DC
¡r�D¨

(p1, . . . , pµ) := h + Dg.
² � ÝX¸

á�¼!² � ÄU¸mÈ
Bδ := {(κi1, . . . , κin, pi)}1≤i≤µ

±g L¡r�D± ¡�±g®Z³D±g L¡Q¬
¤%�rË
V(a,fδ, F[t]δ)

� áO¼)�����D¤~¡r¢u¡r���U¤¦³Z¢n¡
¡r¢g�X®Z£0¤¦�¹¥�±���¥%Ë`�Q���°�~Öà±�¥gÌL¡r¥

Bδ

�°±�¡Ç³L¡Q±g�°±à�rË
V(a,fδ, F[t]δ)

�/�U¤¦¢
K
ïZ±�¤
¤0½���¬nÌLÕXÏZÈ ó ÌZ£ � Ä � Ï�Å �

�k¢(£i¤¦¥¨§Y��Ä(��J ²dØ��Q�¯¥ �,ª ×�  � Ï � ÏU¸ � á�¼ ª ×D¡r£� Z�°¤ ø©� Ï)ÖO¤�ÌL¡~�U¤�¥��)ÒD�D¨�¡�³L¡Q±g�°±
B2

�rË
V(a,f , F[h]2)

�
Æ �Q���°�/Ö$���Z�ù�Q®Z¢É���D¬¦¢�¤¦£0¤¦�¯¥n¡r�-¢�¤
¨©®D¬¦¥g�°�Q�8±g¥g¢n¡r¥�¤¦�X¼UÈºÖ�¤î�°���QÛ Ë��Q¢(¡õ³L¡Q±g�°±

B̃2
�rË

V(ã, f̃2, F)
Ö$��¥gÌ

ã2 := a
¡r�D¨

f̃2 = (0, 0, 0)
� À»¤��U¤¦¥

B̃2 = {(1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1)}
Ö$ÌZ�°¬�Ì

¨Z¤mÒD�D¤
±
C2 = Id3

¡r�D¨
g2 = (0, 0, 0, h2)

ó ÌZ�°±�¡r���°�~Öà±�®D±�¥��»¬
�Q£� Z®Z¥�¤
f1 := C2f − σ(g2) +

g2 = (f1, f2, f2,
−1−2h(1+k)

(1+k)2
)
Ö$ÌD¤¦¢�¤

f = (f1, f2, f3)
� G �/Ö Ö�¤ÚÌL¡~�U¤É¥��ü¬
�Q£� Z®Z¥�¤E¡»³L¡Q±g�°±

B1�rË
V(a,f1, F[t]1)

� À»¤î±�¥n¡r¢g¥�¡r�¯¡r���ú�Q®Z¢Ú���D¬¦¢�¤¦£0¤¦�¯¥n¡r�-¢�¤
¨©®D¬¦¥g�°�Q�1¡r�D¨ ¬
�Q£� Z®Z¥�¤ì¡õ³L¡Q±��°±
B̃1

�rË
V(ã1, f̃1, F)

Ö$��¥gÌ
ã1 := a

¡r�D¨

f̃1 =
(

b(−6k + 3n),
b(1 + n)3(3 − 6k + 3n)

(1 − k + n)3
,
b(1 + n)3(2 + n)3(6 − 6k + 3n)

(1 − k + n)3(2 − k + n)3
,−(

2 + 2k

(1 + k)2
)
)

.

ô �É�Q¢�¨Z¤¦¢�¥���¡Q¬
¬
�Q£� Z���°±gÌ�¥gÌZ�°±�¥n¡Q±�ÛGÈ�ÖO¤Ç¡r Z Z��¼.¥gÌD¤)±n¡r£0¤:¢�¤
¨©®D¬¦¥g�°�Q��¥�¤
¬�ÌZ�Z�°­¹®D¤)Ë`�Q¢�¥gÌD¤:¤m×�¥�¤¦�D±��°�Q�
b
ï

±�¤
¤�¡r�°±�� ó ÌD¤
�Q¢�¤¦£ Ô �fø©� Í�±$¢�¤
±g®Z��¥$ÖO¤)�Q³Z¥n¡r���

B̃1 = {{−1, 0, 1, 0, 3bk3(3−k+2n)(k3−2(1+n)(2+n)−k2(5+3n)+k(9+n(11+3n)))

(1−k+n)3(2−k+n)3
},

{1, 1, 0, 0, 3bk3(2−k+2n)

(1−k+n)3
}

{0, 0, 0, 0, 1}}.
ó ÌZ�°±-¨Z¤mÒD�D¤
±

C1

³¯¼î¥n¡rÛ¹���Z�(¥gÌD¤�ÒD¢�±g¥)Ë`�Q®Z¢-¬
�Q��®Z£��D±-¡r�D¨ì¨Z¤mÒD�D¤
±
g1

³¹¼»¥n¡rÛ����Z��¥gÌD¤��Þ¡Q±g¥-¬
�Q��®Z£��
£)®Z��¥g�� Z���°¤
¨ÚÖ$��¥gÌ

h
��G ¤m×©¥$ÖO¤�¬
�Q£� Z®Z¥�¤

f0 := C1f1 − σ(g1) + g1

¡r�D¨!�U¤¦¥

f0 =
(

− b(4k7 + 6(1 + n)3(2 + n)3 − 2k6(19 + 15n) + 6k5(1 + n)(25 + 16n) + 3k(1 + n)2(2 + n)2(−3+

n(7 + 6n)) − 3k2(1 + n)(2 + n)(31 + n(109 + n(103 + 29n))) − k4(315 + n(807 + n(651 + 167n)))+

k3(363 + n(1302 + n(1638 + n(868 + 165n)))))
/

((1 + k)(1 − k + n)3(2 − k + n)3),

−
b(4k4 + 6k2(1 + n)(3 + 5n) + (1 + n)3(1 + 6n) − 2k3(7 + 9n) − k(1 + n)2(11 + 23n))

(1 + k)(1 − k + n)3
,−

1

1 + k

)

.

Í�ËK¥�¤¦¢gÖ%¡r¢�¨Z±HÖO¤%ÌL¡
�U¤%¥����°���QÛºË`�Q¢�¡�³L¡Q±g�°±
B0

�rË
V(a,f0, F[h]0)

�HÆ �Q���°�~Ö$���Z�:�Q®Z¢�¢�¤
¨©®D¬¦¥g�°�Q��¥�¤
¬nÌZ�Z�°­¯®D¤
ÖO¤É�°���QÛüË`�Q¢�¡»³L¡Q±g�°±

B̃0
�rË

V(ã0, f̃0, F)
Ö$ÌD¤¦¢�¤

ã0 := a
¡r�D¨

f̃0 := f0

� À»¤É¬
�Q£� Z®Z¥�¤
B̃0 =

{(n + 2, 2n + 3, 0, w), (0, 0, 0, 1)}
Ö$��¥gÌ

w = −( bk2(1+n)(2k4−6k3(3+2n)+6(1+n)(2+n)2(3+2n)+3k2(21+n(28+9n))−2k(2+n)(26+n(39+14n)))

(1−k+n)3(2−k+n)3
).

À ��¥gÌ
C0 =

(

n+2 2n+3 0
0 0 0

) ¡r�D¨
g0 = (w, 1)

Ö�¤��U¤¦¥ Ø
f−1 := C0f0 − σ(g0) + g0 = (0, 0)

ïZ¡:³L¡Q±g�°±
�rË

V(a,f−1, {0})
�°±
B−1 = {(1, 0, 0), (0, 1, 0)}

��ó ÌZ�°±à¨Z¤mÒD�D¤
±
D−1 = Id2

¡r�D¨
h−1 = (0, 0)

�Oó �
¥gÌZ�°±)¤¦�D¨BÈ�ÖO¤0¬
�Q�D±�¥g¢g®D¬¦¥)¥gÌD¤�³L¡Q±g�°±

Bi

Ë`�Q¢
i = 0, 1, 2

³¯¼(®D±g���Z�ö² � ÝX¸ �eG ¡r£0¤¦��¼UÈ>³¯¼
D−1C0 = C0¡r�D¨

h0 := h−1 + D−1g0 = g0

ÖO¤-�Q³Z¥n¡r���
B0 = B̃0

� �¹��£����Þ¡r¢g��¼UÈB³¹¼
D0C1 =

(

n+1 2n+3 n+2 0
0 0 0 0

)

¡r�D¨
h1 := h0 + D0g1 = (g, 0)

Ö$��¥gÌ»²KÔ¹¸ ÖO¤��U¤¦¥
B1 = {(n + 1, 2n + 3, n + 2, 0, g), (0, 0, 0, 0, 1)}

�
Ø F�\zad\��6\�_Sljvri�]�hnxrxrip�àod[r\�^`[�lja`od_Sv/o5cfs�?/v�er^`\S_m��"~� "~�GI s�kj\Ssr\bayhni��Qcpw

a /∈ Fm ���G\�[Qhg�¦\�odl%x/adl
_S\S\g]�hj^Bw«lji�iflg�5^S�



3LK 57698�:
;=<1>?:@5�A!>�<CBED9<C8
Æ ���L¡r����¼UÈ$Ö$��¥gÌ

D1C2 =
(

n+1 2n+3 n+2
0 0 0

) ¡r�D¨
h2 = h1 + D1g2 = (g, 1)

Ö�¤�¡r¢g¢g���U¤(¡r¥
B2 =

{(n + 1, 2n + 3, n + 2, g), (0, 0, 0, 1)}
�

�k¢(£i¤¦¥¨§Y�¦Ä(��M ²dØ��Q�¯¥ �«ª ×�  � Ï �fø ¸ � á�¼ ª ×Z¡r£� Z�°¤ ø©�fø ÖO¤�¡r¢�¤Ç���¯¥�¤¦¢�¤
±�¥�¤
¨(���E¡��D�Q�©Êd¥g¢g�����Þ¡r� ±��Q��®Z¥g�°�Q�
�rË

V(a,f , F[t]1)
� Æ ��¢�±g¥$ÖO¤��°�¹�QÛ�Ë��Q¢�¡Ç³L¡Q±��°±à�rË

V(ã1, f̃1, F)
Ö$��¥gÌ

ã1 := a
¡r�D¨

f̃1 =
(

b(1 + k)(2 + k)(3 + k)(k − n)(1 − k + n),

− (b(1 + k)(2 + k)(3 + k)(1 + n)(1 − k + n)),−(b(1 + k)(2 + k)(3 + k)(1 + n)(2 + n))
)

.

À»¤0�U¤¦¥:¥gÌD¤0�����D¤~¡r¢g��¼E���D¨Z¤¦ 6¤¦�D¨Z¤¦�¯¥-±��Q��®Z¥g�°�Q�D±
B̃1 = {(0, 2, 1,−( b(k+k2)

1−k+n
)), (2n, n, 0, b(−k − k2))}

ï
±�¤
¤ ª ×D¡r£� Z�°¤:Ñ ���X��ó ÌZ�°±��X���U¤
±

f0 =
(

b(1 + k)(3 + k)(2k2 + 3n(1 + n) − k(5 + 6n)),

− (b(1 + k)(3 + k)(−1 + k − n)(k + 2k2 − 6kn + 3(−1 + n)n))
)

.

G ¤m×�¥~ÈBÖ�¤-�°�¹�QÛÚË��Q¢)¡&³L¡Q±��°±º�rË
V(ã0, f̃0, F)

Ö$ÌD¤¦¢�¤
ã0 := a

¡r�D¨
f̃0 := f0

� À»¤-�U¤¦¥º¥gÌD¤�±��Q��®Z¥g�°�Q�
B̃0 = {(n2(1 + n)(2 + n), 2n(1 + n)2, w)}

Ö$��¥gÌ

w =
b(1 + k)(2k2(1 + n)2 + n(1 + n)(2 + 3n(2 + n)) − k(2 + n(8 + n(13 + 6n))))

1 − k + n
;

±�¤
¤ ª ×D¡r£� Z�°¤¾Ñ ���X� ó ÌZ�°±E¨Z¤mÒD�D¤
± 5 f−1 = (0)
� G ¤m×©¥�ÖO¤ö¥n¡rÛU¤

B−1 = {(1, 0)}
¡Q±�³L¡Q±g�°±(�rË

V(a,f−1, {0})
��Æ ���L¡r����¼UÈGÖO¤:�U¤¦¥�¥gÌD¤)�����D¤~¡r¢g��¼.���D¨Z¤¦ 6¤¦�D¨Z¤¦�¯¥º±��Q��®Z¥g�°�Q�D±

B0 = B̃0
�rË

V(a,f0, F[h]0)¡r�D¨
B1

�rË
V(a,f1, F[h]1)

¡Q±$�X���U¤¦�.��� ª ×D¡r£� Z�°¤ ø©�fø©�
���Z�V���������!�bÄ(����� o ¤¦¥

(F(t), σ)
³G¤�¡r��®Z�Z��£0�Q�D�Q£��Þ¡r�5¤m×©¥�¤¦�D±g�°�Q���rË

(F, σ)
È
0 6= a ∈ F[t]m

È
l := ||a||

È
¡r�D¨

f = fδ ∈ F[t]nδ+l

Ë`�Q¢:±��Q£0¤
δ ∈ N0 ∪ {−1}

� ô Ë%Ö�¤&¡r Z Z��¼E¥gÌD¤�¢�¤
¨©®D¬¦¥g�°�Q�üËK¢��Q£÷¡r³G�/�U¤�±g¥�¤¦ 
³¯¼ù±g¥�¤¦ 5È��Q�D¤»�Q³Z¥n¡r���D±Ú¡r�Ã���� ¦å�ê%É�ê%�Lç�����å�êgé��� 
ç��`è��í�rË

(a,f , F[t]δ)
�X���U¤¦�Â��� Æ ���X®Z¢�¤ �X� À»¤E¬~¡r���

(fδ, . . . ,f−1)
¥gÌD¤Ê���� ¦å�ê%É�ê%�Lç��Î����ågè�Ó%�°ê%ÉÇæ$¡r�D¨

((ãδ, f̃δ), . . . , (ã0, f̃0))
¥gÌD¤e �è/êON  @�dê%�Lç���ågè�Ó%�°ê%ÉÇæ �

ô �.�Q¢�¨Z¤¦¢à¥��- Z¢��~�U¤ ó ÌD¤
�Q¢�¤¦£ Ñ � Ï-ÖO¤��D¤
¤
¨!¥gÌD¤�Ë`�Q���°�~Ö$���Z�0¢�¤
±g®Z��¥�± �
���1¤©¤©£gÄ(�ºÄ(�QP èÎ�Zæ
�`é¯êmå

(F, σ) Ü �Kç�Ý K := constσF
ð
0 6= a ∈ Fm

ð
f ∈ Fn

����é
f ′ := Mf ∈

Fn′ Ü ��ç�Ý M ∈ Kn′×n Þ µ>ê¦ç {(ci1, . . . , cin, gi)}1≤i≤λ

����é
{(c′i1, . . . , c

′
in′ , g′i)}1≤i≤λ′

Ó�ê·Ó.�ræ
êjæÚè Ú
V(a,f , F)

����é
V(a,f ′, F)

ðºå�êjæ��Zê. 
ç��YÒQê%�{àwð Ü ��ç�Ý λ, λ′ > 0
ð«���GéEé¯êKä��Gê

C = (cij) ∈ Kλ×n
ð

g =

(g1, . . . , gλ)
ð
C′ = (c′ij) ∈ Kλ′×n′ ����é

g′ = (g′1, . . . , g
′
λ′) Þ�ß Ý©ê@�îç�Ý©êmå�ê � æÊ�Î� M ′ ∈ Kλ′×λ Ü ��ç�Ý

C′M = M ′C
����é

g′ = M ′g Þ
¿�¢����rË*p �¹®Z Z G�X±�¤»¥gÌL¡r¥

M = (mij) ∈ Kn′×n
È

f = (f1, . . . , fn)
È

f ′ = (f ′
1, . . . , f

′
n′)
� ó ÌD¤¦�

σag′i =
∑n′

j=1 c′ijf
′
j =

∑n′

j=1 c′ij
∑n

k=1 mjkfk =
∑n

k=1 fk

∑n′

j=1 c′ijmjk
� Ð�¤¦�D¬
¤EÖO¤î¬~¡r�ÿ¥n¡rÛU¤

M ′ = (m′
ij) ∈ Kλ′×λ

± � ¥ �
g′i =

∑λ
j=1 m′

ijgj

¡r�D¨ ∑n′

j=1 c′ijmjk =
∑λ

j=1 m′
ijcjk

Ë`�Q¢�¡r���
i, j
�

�


Öêw�=¥���ø��Y������� Ä`����� µ�ê
ç
(F(t), σ)

Ó�êì���b�C�i��É0è���è�ÉÊ�����Hê.ÇXçyê%�Zæ%��è��ìè Ú (F, σ)
ð
0 6= a ∈ F[t]m

ð
l :=

||a||
ð
f ,∈ F[t]nδ+l Ú èXå$æ¦è�É�ê δ ∈ N0∪{−1}

����é
f ′ := Mf Ú èQåàæ¦è�É�ê M ∈ Kn′×n Þ µ>ê¦ç (fi)−1≤i≤δÏdå�êjæ � Þ (f ′

i)−1≤i≤δ

Ð»Ó�ê0ç�Ý©êâ�Y�! ¦ågê@É0ê@�Lç����=��åSèCÓ%��ê@É:æe����é
{(ãi, f̃i)}0≤i≤δ

Ïdå�êjæ � Þ {(ã′

i, f̃
′

i)}0≤i≤δ

Ð»Ónê
ç�Ý©êÀ �è�êON  @�dê%�Lçk��ågè�Ó%�°ê%ÉÇæ�è Ú �Î�g���� ¦å�ê%É�ê%�Lç��Î��å�êgé��� 
ç���èÎ��è Ú (a,f , F[t]δ)

Ïyågêjæ � Þ è Ú (a,f ′, F[t]δ)
Ð Þ

ß Ý©ê%� Ú èXå 0 ≤ i ≤ δ Ü êOÝ7��Òrê ãi = ã′

i

����éÉç�Ý©êmå�êI�Qå�ê
Mi ∈ Kλ′

i×λi
æ
�� %Ý»ç�Ý1�Xç

fi = Mif
′

i

�Î��é
f̃i = Mif̃

′

i Þ R èXågêgèÎÒrêmå
ð f̃−1 = M−1f̃
′

−1
Ú èQå�æ¦èÎÉ0ê M−1 ∈ Kλ′

−1
×λ−1 Þ

¿�¢����rË*p-á�¼
fδ = f

¡r�D¨
f ′

δ = f ′
ÖO¤�ÌL¡
�U¤

f ′

δ = Mfδ
� ô Ë

δ = −1
È>Ö�¤&¡r¢�¤�¨Z�Q�D¤ � F�¥gÌD¤¦¢gÖ$�°±�¤XÈ

±g®Z Z 6�X±�¤
δ ≥ 0

¡r�D¨õ¡Q±�±g®Z£0¤�¥gÌL¡r¥-ÖO¤&ÌL¡
�U¤& Z¢��/�U¤¦�õ¥gÌD¤�±g¥n¡r¥�¤¦£0¤¦�¹¥-Ë��Q¢�¡r���
i
Ö$��¥gÌ

0 ≤ k ≤ i ≤
δ
� Ð�¤¦�D¬
¤

f ′

k = Mkfk

Ë��Q¢!±��Q£0¤
Mk = (mij) ∈ Kλ′

k×λk
� ÀE¢g��¥�¤

fk = (h1, . . . , hλk
)
¡r�D¨

f ′

k = (h′
1, . . . , h

′
λ′

k
)
� á�¼í² � ÏU¸º��¥�Ë`�Q���°�~Öà±

ãk = ã′

k

�!Ù �Q¢�¤
�~�U¤¦¢~ÈH³¯¼
f̃k = ([h1]k+l , . . . , [hλk

]
k+l

)
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fδ := f S λδ := n V(a, fδ, F[t]δ) XXX

(i)
zyXXX(iii)

V(ãδ, f̃δ, F)
ãδ ∈ F

m S f̃δ ∈ F
λδ

9���
(ii)fδ−1 ∈ F[t]

λδ−1

l+d−1
V(a, fδ−1, F[t]δ−1)

(iii)
6

���
f0 ∈ F[t]λ0

l
V(a, f0, F[t]0) XXX

(i)
zyXXX(iii)

V(ã0, f̃0, F)
ã0 ∈ F

m S f̃0 ∈ F
λ0

9���
(ii)f−1 ∈ F[t]

λ−1

l−1
V(a, f−1, F[t]−1)

(iii)
6

T ��æH�5�`WVU%W ô �D¬¦¢�¤¦£0¤¦�¹¥n¡r�>¢�¤
¨©®D¬¦¥g�°�Q�
¡r�D¨

[h′
i]k+l =

[

∑λk

j=1 mijhj

]

k+l
=
∑λk

j=1 mij [hj ]k+l

Ë`�Q¢
1 ≤ i ≤ λk

�«Ë�Ë`�Q���°�~Öà±.¥gÌL¡r¥
f̃ ′

k =

Mkf̃k
�mG �Q¥�¤�¥gÌL¡r¥0�«Ë

V(ãk, f̃k, F) = {0λk+1}
¥gÌD¤¦�

V(ã′

k, f̃ ′

k, F) = {0λ′

k+1}
� Ð�¤¦�D¬
¤XÈO�«Ë�Ö�¤

¤¦�¯¥�¤¦¢�����Ø�Íº� ª ô Ë`�Q¢à¥gÌD¤)���D¬¦¢�¤¦£0¤¦�¯¥n¡r�H¢�¤
¨©®D¬¦¥g�°�Q���rË
(a,fk, F[t]k)

¥gÌD¤¦�
fk−1 = f ′

k−1
= (0)

ÈG¡r�D¨
¥gÌD¤¦¢�¤mË`�Q¢�¤

f ′

k−1 = Mk−1f
′

k−1

Ö$��¥gÌ
Mk−1 = (1) ∈ K1×1 � F�¥gÌD¤¦¢gÖ$�°±�¤XÈHÖO¤�¬
�Q�D±g�°¨Z¤¦¢-Ø�Íº� ª ônô

����¥gÌD¤����D¬¦¢�¤¦£0¤¦�¯¥n¡r�6¢�¤
¨©®D¬¦¥g�°�Q�!�rË
(a,fk, F[t]k)

Ö$ÌD¤¦¢�¤
{(ci1, . . . , ciλk

, wi)}1≤i≤λk−1

Ö$��¥gÌ
λk−1 > 0¡r�D¨

{(c′i1, . . . , c
′
iλk

, w′
i)}1≤i≤λ′

k−1

Ö$��¥gÌ
λ′

k−1 ≥ 0
¡r¢�¤�³L¡Q±�¤
±0�rË

V(ãk, f̃k, F)
¡r�D¨

V(ãk, f̃ ′

k, F)
È

¢�¤
±g 6¤
¬¦¥g���U¤¦��¼ � ô Ë
λk−1 = 0

ÈOÖO¤�ÌL¡~�U¤
f ′

k−1 = (0)
È%¡r�D¨õÖO¤!¬~¡r�¾¬nÌD�¹�X±n¤

Mk−1 = (0, . . . , 0) ∈

K1×λk−1
± � ¥ �

f ′

k−1 = Mk−1fk−1

� F�¥gÌD¤¦¢gÖ$�°±�¤XÈX±g®Z Z 6�X±�¤
λk−1 > 0

� Q�¤mÒD�D¤
C = (cij) ∈ Kλk−1×λk

È

C′ = (c′ij) ∈ Kλ′

k−1
×λ′

k
È

g = (w1t
k, . . . , wλk−1

tk)
¡r�D¨

g′ = (w′
1t

k, . . . , w′
λ′

k−1

tk)
� ó ÌD¤¦�ù³¯¼

o ¤¦£�£�¡ ø©�fø ¥gÌD¤¦¢�¤��°±%¡r�
Mk−1 ∈ Kλ′

k−1
×λk−1

Ö$��¥gÌ
C′Mk = Mk−1C

¡r�D¨
g′ = Mk−1g

� Ð�¤¦�D¬
¤

f ′

k−1 = C′f ′

k − σag′ = C′Mkfk − σag′ = Mk−1Cfk − σa(Mk−1g) = Mk−1(Cfk − σag)
¡r�D¨!¥gÌD¤¦¢�¤mË`�Q¢�¤

f ′

k−1 = Mk−1fk−1

� ó ÌZ�°±%ÒD�Z�°±gÌD¤
±$¥gÌD¤����D¨©®D¬¦¥g�°�Q�É±g¥�¤¦  �
�¿�¢��Q 6�X±g��¥g�°�Q� ø©��� ��£� Z���°¤
±&¥gÌL¡r¥�¥gÌD¤¦¢�¤(¡r¢�¤.���¹�U¤¦¢g¥g��³Z�°¤

Mi

�«Ë
M

�°±����¯�U¤¦¢g¥g��³Z�°¤ � ô �â L¡r¢g¥g�°¬¦®Z�Þ¡r¢~È�³¯¼
¬�ÌD���X±g���Z�

M = Idn

�«Ë�Ë`�Q���°�~Öà±�¥gÌL¡r¥$¥gÌD¤º���D¬¦¢�¤¦£0¤¦�¯¥n¡r�H¡r�D¨!¬
�¹¤%Ù�¬¦�°¤¦�¹¥�±à Z¢��Q³Z�°¤¦£0±��rË�¡Ç¢�¤
¨©®D¬¦¥g�°�Q�Ú�rË
(a,f , F[t]δ)

¡r¢�¤�®Z�Z�°­¹®D¤¦��¼!¨Z¤¦¥�¤¦¢g£����D¤
¨.®Z .¥��-¥gÌD¤�£)®Z��¥g�� Z���°¬~¡r¥g�°�Q��Ö$��¥gÌ.���¯�U¤¦¢g¥g��³Z�°¤)£�¡r¥g¢g�°¬
¤
±
Mi

�

ø©� Ô � �`��¤©�2ê��1¤¦£�êHX`øÎ� ó ÌD¤�Ë��Q���°�/Ö$���Z�&¡r Z Z¢��U¡Q¬nÌD¤
±�¬~¡r�.³6¤�¢�¤¦�Þ¡r¥�¤
¨!¥��0�Q®Z¢$¢�¤
¨©®D¬¦¥g�°�Q�É¥�¤
¬�ÌZ�Z�°­¹®D¤ �
•
ô �ÿã�¡r¢g¢~ðp±�¡r Z Z¢��U¡Q¬nÌ ½pã�¡r¢nÎ � Å)¢�¤
¨©®D¬¦¥g�°�Q��¥�¤
¬�ÌZ�Z�°­¹®D¤
±ÚÌL¡~�U¤»³6¤
¤¦� ¨Z¤¦�U¤¦�°�Q 6¤
¨ÿ¥gÌL¡r¥Ú±��Q���U¤» Z¢��Q³©Ê

�°¤¦£÷´uµ�¶�·ÂÖ$��¥gÌ
0 6= a ∈ F(t)2

�!Ù �Q¢�¤0 Z¢�¤
¬¦�°±n¤¦��¼UÈ>¥gÌD¤�±��Q��®Z¥g�°�Q�D±
g = p + q ∈ F[t] ⊕ F(t)(frac)

���
(c1, . . . , cn, g) ∈ V(a,f , F(t))

¡r¢�¤!¬
�Q£� Z®Z¥�¤
¨õ³¯¼ì¨Z¤¦¢g���¹���Z�»ÒD¢�±g¥�¥gÌD¤� G�Q��¼��D�Q£��Þ¡r�à L¡r¢g¥
p
¡r�D¨

¡�Ë�¥�¤¦¢gÖ�¡r¢�¨Z±-ÒD�D¨©���Z�E¥gÌD¤&Ë�¢n¡Q¬¦¥g�°�Q�L¡r�$ L¡r¢g¥
q
� À»¤�ÌL¡~�U¤!±g��£� Z���«ÒL¤
¨ì¥gÌZ�°±0¡r Z Z¢��U¡Q¬�Ìâ³¯¼üÒD¢�±g¥-�°�¹�QÛ����Z�

Ë`�Q¢$¡Ç¬
�Q£�£0�Q�Ú¨Z¤¦�D�Q£����L¡r¥��Q¢��rËH¡r���B¥gÌD¤� G�X±n±g��³Z�°¤�±��Q��®Z¥g�°�Q�D±$���
F(t)

¡r�D¨.¡�Ë�¥�¤¦¢gÖ�¡r¢�¨Z±�¬
�Q£� Z®Z¥g���Z��¥gÌD¤çy�¯®Z£0¤¦¢n¡r¥��Q¢*è��rËu¥gÌD¤Ç±��Q��®Z¥g�°�Q�D±º�~�U¤¦¢�¥gÌZ�°±�¬
�Q£�£0�Q�»¨Z¤¦�D�Q£����L¡r¥��Q¢ ��Ù �Q¢�¤
�~�U¤¦¢~È6Ö�¤:ÌL¡~�U¤Ç�U¤¦�D¤¦¢n¡r����§~¤
¨
ã�¡r¢g¢~ðp±à¢�¤
¨©®D¬¦¥g�°�Q�Ú¥�¤
¬�ÌZ�Z�°­¹®D¤
±àË`�Q¢$¥gÌD¤º�U¤¦�D¤¦¢n¡r��¬~¡Q±�¤

0 6= a ∈ F(t)m �

•
Í�±�¡�±g�°¨Z¤ ¢�¤¦£�¡r¢gÛº�D�Q¥�¤O¥gÌL¡r¥>±���£����Þ¡r¢>¢�¤
¨©®D¬¦¥g�°�Q�-¥�¤
¬�ÌZ�Z�°­¹®D¤
±�ÌL¡
�U¤O³G¤
¤¦�:®D±�¤
¨����&½��¹���LÃ � È o ¤¦£�£�¡ ø©� Ï�Å

���.�Q¢�¨Z¤¦¢�¥���±n�Q���U¤º�����D¤~¡r¢�¨©�«ªB¤¦¢�¤¦�¯¥g�Þ¡r�>¤
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�¹¤%Ù�¬¦�°¤¦�¹¥-ÒD¢�±g¥
¡r�D¨�¥gÌD¤¦�(¥gÌD¤Ç¬
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è��ÌÒrêjæ��7�Qå#��É�ê¦çyêmå%�.b�êgéâ�{���Gê#�Xå�é�� Æ�ê¦ågê%�! nê�êdc@���Xç���èÎ�Zæ�è Ú èQåSé¹êmå r
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�

���@����� e = 0 } � �$" 8�
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�
� zk{dxyzk{�|�} ��~ � y���� � V(a, f , F[t]δ) ��� ��� K ����@����� δ = −1 }t�������¥��� ~��C~ ��y��¨� � Nullspace

K
(f) × {0} ��� ��� K � ���
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¬¦�Þ¡r�L¬~¡Q±n¤
± �rË5¶Çê%�1îì¡r�D¨&¶:ê�á�îüÌL¡
�U¤à³6¤
¤¦��±��Q���U¤
¨0���Ú½���¬�ÌLÕrÔ¯¡ZÈ���¬�ÌLÕrÔX³DÅ ��Æ ®Z¢g¥gÌD¤¦¢g£0�Q¢�¤XÈ£0¤¦¥gÌD��¨Z±:ÌL¡~�U¤�³6¤
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Ê`ÒL¤¦�°¨.�~�U¤¦¢�¡

σ
Êy¬
�Q£� Z®Z¥n¡r³Z�°¤Ç¬
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×©��£�¡r¥�¤
±�¡.¨Z¤¦�X¢�¤
¤0³6�Q®Z�D¨î�rË
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�rË
V(a,f , F(t))

¡Q±�¨Z¤
±�¬¦¢g��³6¤
¨Ç¡r³6�~�U¤ �
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�«Ë6¡r�D¨-�Q�Z��¼:�«Ë
{(ci1, . . . , cin, gi

d
)}1≤i≤r�°±�¡Ç³L¡Q±g�°±��rË
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��® z�| e � � � G(t1) . . . (te) } 0 6= a = (a1, . . . , am) ∈ G(t1) . . . (te)
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